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Williams 不等式の研究がある. (X, \Vert . をノルム空間としたとき,Dunkl と Williams は
1964年に以下のノルム不等式 (以下Dunkle‐Williams 不等式とよぶ) を示すとともに,ノ
ルム空間が内積空間であるための条件を調べた.(cf. [1], [4])
\displaystyle \Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}-\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert \leq\frac{4\Vert x-y\Vert}{||x||+||y\Vert} (0\neq x, y\in X)
このノルム不等式に関して,以下の問題を考える.
問題1.1 ノルム空間 (X, \Vert . の  0 でない元 x, y に関して
(i) 正の定数 C を
\displaystyle \Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}-\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert \leq C\leq\frac{4\Vert x-y\Vert}{||x||+||y\Vert}
を満たすように x, y によって特徴付けよ.
(ii) 正の定数 D を
D\displaystyle \leq \Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}-\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert \leq\frac{4\Vert x-y\Vert}{||x||+||y\Vert}






1958年に Massera とSchäffer が[6] で与えた不等式は
\displaystyle \Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}-\frac{y}{||y\Vert}\Vert \leq\frac{2\Vert x-y||}{\max\{\Vert x\Vert,||y\Vert\}} \leq\frac{4\Vert x-y\Vert}{||x||+||y\Vert}
を満たし Dunkle‐Williams 不等式の精密化となっているが,2006年に Maligranda が[5]
で以下の不等式を示して更なる精密化を与えた.
\displaystyle \Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}-\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert \leq\frac{\Vert x-y\Vert+|||\dot{x}||-\Vert y\Vert|}{\max\{||x||,||y\Vert\}} \leq\frac{2\Vert x-y||}{\max\{\Vert x\Vert,||y\Vert\}}\leq\frac{4\Vert x-y\Vert}{||x||+||y\Vert}
Dunkle‐Williams 不等式の逆不等式に関しては,2007年に Mercer [7] が以下を示した.
 0\displaystyle \leq\frac{\Vert x-y\Vert+|||x||-\Vert y|||}{\min\{\Vert x||,||y\Vert\}} \leq \Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}-\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert
また,Dunkle‐Williams 不等式の,いわゆる一般化の研究が Pecarič‐Rajic [12] によって
2007年に行われている.
定理1.2 ノルム空間 (X, \Vert . の  0 でない元 x\mathrm{i}, x_{2}, \cdots ,  x_{n} に関して
\displaystyle \max_{1\leqq i\leqq n}\{\frac{1}{\Vert x_{i}\Vert} (\Vert\sum_{j=1}^{n}x_{j}\Vert-\sum_{j=1}^{n}|||x_{\dot{j}}\Vert-\Vert x_{i}\Vert|)\}
\displaystyle \leq \Vert\sum_{j=1}^{n}\frac{x_{j}}{\Vert x_{j}\Vert}\Vert
\displaystyle \leq\min_{1\leqq i\leqq n}\{\frac{1}{\Vert x_{i}\Vert} (\Vert\sum_{j=1}^{n}xフ \displaystyle \Vert-\sum_{j=1}^{n}|\Vert x_{j}\Vert-\Vert x_{i}\Vert|)\}
一方で,近年一般化された三角不等式の精密化およびその逆不等式の研究が盛んに行
われている.ここで,一般化された三角不等式とは,ノルム空間 (X, \Vert の  n 個の元
x\mathrm{i}, x_{2} , , x_{n} に関する以下のノルム不等式









問題2.1 ノルム空間 (X, \Vert . の  n個の元 x_{1}, x_{2}, \cdots ,  x_{n} に対して,
(i) \displaystyle \Vert\sum_{i=1}^{n}x_{i}\Vert+C\leqq\sum_{i=1}^{n}\Vert x_{i}\Vert をみたす正の値  C を x\mathrm{i}, x_{2}, \cdot \cdot \cdot ,  x_{n} によって特徴付けよ.
(ii) \displaystyle \sum_{i=1}^{n}\Vert x_{i}\Vert\leqq\Vert\sum_{i=1}^{n}x_{i}\Vert+D をみたす正の値 D を x_{1}, x_{2}, \cdots ,  x_{n} によって特徴付けよ.
問題2.1は以下のように見直すことができる.
問題2.2 ノルム空間 (X, \Vert . の  n個の元 x_{1}, x_{2}, \cdots ,  x_{n} に対して,
0\displaystyle \leqq C\leqq\sum_{i=1}^{n}\Vert x_{i}\Vert-\Vert\sum_{i=1}^{n}x_{i}\Vert \leqq D
をみたす定数 C, D を銑, x_{2} , , x_{n} によって特徴付けよ.
1992年に Hudzik と Landes は [2] で2個の元に対する三角不等式の精密化である以下
の不等式を示した.
定理2.3
 0\displaystyle \leq (2-\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert)\min\{\Vert x\Vert, \Vert y\Vert\}\leq \Vert x\Vert+\Vert y\Vert-\Vert x+y\Vert
2005年に加藤‐斎藤‐田村 [3] はバナッハ空間の幾何学的な性質の特徴づけに関連して,
Hudzik‐Landes の不等式 [2] を  n個の場合へ拡張するとともに,その逆不等式も与えた.
定理2.4 ([3, Theorem 1]) バナッハ空間 Xの 0 でない n個の元 x_{1}, x_{2}, \cdots ,  x_{n} に対して,
以下の不等式が成立する.




定理2.5 ([9, Theorem 1]) バナッハ空間Xの  0 でない n個の元 x_{1}, x_{2}, \cdots ,  x_{n} に対して,
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以下の不等式が成立する.
0\displaystyle \leqq\sum_{k=2}^{n} (k-\Vert\sum_{l}\frac{x_{i}^{*}}{\Vert x_{i}^{*}\Vert}\Vert) (\Vert x_{k}^{*}\Vert-\Vert x_{k+1}^{*}\Vert)
\displaystyle \leqq\sum_{i=1}^{n}\Vert x_{i}\Vert-\Vert\sum_{i=1}^{n}x_{i}\Vert
\displaystyle \leqq\sum_{k=2}^{n} (k-\Vert\sum_{i=n-(k-1)}^{n}\frac{x_{\dot{ $\iota$}}^{*}}{\Vert x_{\dot{l}}^{*}\Vert}\Vert) (\Vert x_{n-k}^{*}\Vert-\Vert x_{n-(k+1)}^{*}
ここで婿は \Vert x_{1}^{*}\Vert \geqq \Vert x_{2}^{*}|| \geqq\cdots\geqq \Vert x_{n}^{*}\Vert , かつ  x_{0}^{*}=x_{n+1}^{*}=0 を満たす x_{i} の並べ替えである.
2012年に , 峰野‐中村‐大和田は [8] で問題2.2の全ての値を特徴付ける不等式を与えると
ともに,それが定理2.4および定理2.5を含むことを示した.それらを理解するために,2
個の元の場合と3個の元の場合で先ずは説明する.
定理2.6 ノルム空間 (X, \Vert の元  x, y に関して,
f_{2}(p, q)= \Vert px\Vert+\Vert qy\Vert-\Vert px+qy\Vert \geq 0 (p, q\in [0, \infty))
により f2を定めれば,f2は連続であり,以下を満たす.
f_{2}(s_{1}, s_{2})\leq f_{2}(t_{1}, t_{2}) (s_{1}, s_{2}, t_{1}, t_{2}\in [0, \infty), s_{1} \leq t_{1}, s_{2}\leq t_{2})
このとき f2は単調増加であるという.
これより直ちに Hudzik‐Landes および加藤‐斎藤‐田村の結果を得る. \Vert x|| > \Vert y\Vert >0 で
あるとき,
s_{1}=\displaystyle \frac{||y||}{||x||}, s_{2}=1, t_{1}=1, t_{2}=\frac{||x||}{||y||}
とおけば
0=f_{2}(0,1) \leq f_{2}(s_{1}, s_{2}) \leq f_{2}(1,1) \leq f_{2}(t_{1}, t_{2})
が成立する.すなわち
0\displaystyle \leq (2-\Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert)\min\{\Vert x\Vert, \Vert y\Vert\}
\leq \Vert x\Vert+\Vert y\Vert-\Vert x+y\Vert




ルム空間 (X, \Vert . の元  x, y, z (\Vert x\Vert \geq \Vert y\Vert \geq \Vert z\Vert >0) に対して,加藤‐斎藤‐田村の不等式
は以下のとおりである.
(\displaystyle \mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{T})=(3-\Vert\frac{x}{||x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}+\frac{z}{\Vert z\Vert}\Vert) \Vert z\Vert
\leq \Vert x\Vert+\Vert y\Vert+\Vert z\Vert-\Vert x+y+z\Vert
また,三谷‐斎藤‐加藤‐田村の不等式は
(MSKT) = (3-\displaystyle \Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}+\frac{z}{\Vert z\Vert}\Vert) \Vert z\Vert+ (2-\displaystyle \Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}\Vert) (\Vert y\Vert-\Vert z\Vert)
\leq \Vert x\Vert+\Vert y\Vert+|同|-\Vert x+y+z\Vert
である.ここで,それぞれの不等式における値を簡単のために (KST) および(MSKT) とお
いた.  x, y, z\in X, \Vert x\Vert \geq \Vert y\Vert \geq \Vert z\Vert >0, 0\leqq s, t, u, p,  q\leqq  1 に対して,峰野‐中村‐大和田
は以下の不等式
\Vert sx\Vert+\Vert ty\Vert+\Vert uz\Vert-\Vert sx+ty+uz\Vert
+\Vert(1-s)px\Vert+\Vert(1-t)qy\Vert-\Vert(1-s)px+(1-t)qy\Vert
\leq \Vert x\Vert+\Vert y\Vert+\Vert z\Vert-\Vert x+y+\mathrm{z}\Vert
を示したが,2個の場合と同様に
 f3 (s, t, u,p, q)^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\Vert sx\Vert+\Vert ty\Vert+\Vert uz\Vert-\Vert sx+ty+uz\Vert
+\Vert(1-s)px\Vert+\Vert(1-t)qy\Vert-\Vert(1-s)px+(1-t)qy\Vert
により連続関数  f_{3} を与えれば f_{3}(s, t, u, 0,0) は S, t, uに関して単調増加であり, p\leq p_{0},  q\leq
 q_{0} に対して f_{3}(s, t, u,p, q)\leq f_{3}(s, t, u,p_{0}, q_{0}) かつ
 f_{3}(0,0,0,0,0)=0, f_{3}(1,1,1,p, q)= \Vert.x\Vert+\Vert y\Vert+\Vert z\Vert-\Vert x+y+z\Vert
を満たす.これより  x, y, z\in\dot{X}, \Vert x\Vert \geq \Vert y\Vert \geq \Vert z\Vert >0 に対して,直ちに
0=f_{3}(0,0,0,0,0)
\leq f_{3} (\displaystyle \frac{||z||}{||x||}, \frac{||z||}{||y\Vert}, \frac{||z||}{||x||}, 0,0) = (KST)
\leq f_{3} (\displaystyle \frac{||z||}{||x||}, \frac{||z||}{||y\Vert}, \frac{||z||}{||x||}, \frac{||y||-||z||}{||x||-||z||}, 1) = (MSKT)




定理2.7 (Mitani‐Tabiraki‐Ohwada (2016)) ノルム空間 (  X, \Vert . の元  x, y, z (\Vert x\Vert \geq
||y\Vert \geq \Vert z\Vert >0) に対して,
s_{0}=\displaystyle \frac{||z||}{||x||})t_{0}=\frac{||z||}{||y||}, u_{0}=\frac{\Vert z\Vert}{||z||},p_{0}=\frac{||x||}{||y||}\cdot\frac{||y||-||z||}{||x||-||z||}, q_{0}=1
とおけば,次の不等式を得る.
0=f(0,0,0,0,0)
\leq f(s_{0}, t_{0}, u_{0},0,0)=(\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{T})
\leq f (s_{0}, t_{0}, u_{0}, \displaystyle \frac{||y||-||z||}{||x||-||z||}, 1) =(MSKT)
\leq f(s_{0}, t_{0}, u_{0},p_{0},1)
\leq f(1,1,1,0,0)=\Vert x\Vert+\Vert y\Vert+\Vert z\Vert-\Vert x+y+\mathrm{z}\Vert
ここで,
 f(s_{0}, t_{0}, u_{0},p_{0},1)
= (3-\displaystyle \Vert\frac{x}{\Vert x\Vert}+\frac{y}{\Vert y\Vert}+\frac{z}{\Vert z\Vert}\Vert) \Vert z\Vert+\frac{\Vert y\Vert-\Vert z\Vert}{\Vert y\Vert}(\Vert x\Vert+\Vert y\Vert-\Vert x+y
である.
これより直ちに,我々は次のDunkle‐Williams タイプの不等式を得る.
系2.8 ([11], Theorem 2.1) ノルム空間 (X ) \Vert . の元  x, y, z (\Vert x\Vert \geq \Vert y\Vert \geq \Vert z\Vert >0) に
対して,
\displaystyle \frac{1}{\Vert z\Vert}\Vert x+y+z\Vert- \{(\frac{1}{\Vert y\Vert}-\frac{1}{\Vert x\Vert}) \Vert x\Vert+ (\frac{1}{\Vert z\Vert}-\frac{1}{\Vert y\Vert}) \Vert x+y\Vert\}







定理2.9 n\geq 2 とする.ノルム空間 (X, \Vert . の  0 でない任意の元 x\mathrm{i}, x_{2}, \cdots ,  x_{n} に対して,
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以下の不等式が成立する.
\displaystyle \frac{1}{\min_{1\leq j\leq n}\Vert x_{j}\Vert}\Vert\sum_{j=1}^{n}x_{j}\Vert-\sum_{k=1}^{n-1}(\frac{1}{\Vert x_{k+1}^{*}\Vert}-\frac{1}{\Vert x_{k}^{*}\Vert})\Vert\sum_{j=1}^{k}x_{j}^{*}\Vert
\displaystyle \leq \Vert\sum_{j=1}^{n}\frac{x_{j}}{\Vert x_{j}\Vert}\Vert
\displaystyle \leq\frac{1}{\max_{1\leq j\leq n}\Vert x_{j}\Vert}\Vert\sum_{j=1}^{n}x_{j}\Vert+\sum_{k=2}^{n}(\frac{1}{\Vert x_{k}^{*}\Vert}-\frac{1}{\Vert x_{k-1}^{*}||})\Vert\sum_{j=k}^{n}x_{j}^{*}\Vert,
ここで x_{1}^{*}, x_{2}^{*}, \cdots ,  x_{n}^{*} は x_{1}, x_{2}, \cdots ,  x_{n} の \Vert x_{1}^{*}\Vert \geq \Vert x_{2}^{*}\Vert \geq. . . \geq \Vert x_{n}^{*}\Vert を満たす並べ替えで
ある.
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